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圆锥曲线中的定值与最值问题解法

圆锥曲线中的定值与最值问题是近年高考的一个热点，求解这类问题的基本策略是“大处着眼、小处着手”，从整体上把握问题给出的综合信息和处理问题的函数与方程思想、数形结合思想、分类与整合思想、化归与转化思想等，并恰当地运用待定系数法、相关点法、定义法等基本数学方法.
求解定值问题的大体思考方法——若题设中未告知定值，可考虑用特殊值探求. 若已告知，可设参数（有时甚至要设两个参数），运算推理到最后，参数必消，定值显露.
求解最值问题的大体思考方法——一是几何法，常用工具是圆锥曲线的定义和平面几何的有关结论；二是代数法，将圆锥曲线中的最值问题转化为二次函数或三角函数的最值问题，然后利用函数的单调性、均值不等式或三角函数的有界性等知识来求解.
例1  已知椭圆C的左、右焦点坐标分别是(－，0)、(，0)，离心率是.直线y＝t与椭圆C交于不同的两点M，N，以线段MN为直线作圆P，圆心为P.
(1)求椭圆C的方程；
(2)若圆P与x轴相切，求圆心P的坐标；
(3)设Q(x，y)是圆P上的动点，当t变化时，求y的最大值．
解：(1)因为＝，且c＝，所以a＝，b＝＝1.所以椭圆C的方程为＋y2＝1.
(2)由题意知P(0，t)(－1<t<1)．
由得x＝±.
所以圆P的半径为.
当圆P与x轴相切时，|t|＝.
解得t＝±
所以点P的坐标是(0，±)．
(3)由(2)知，圆P的方程为x2＋(y－t)2＝3(1－t2)．
因为点Q(x，y)在圆P上，
所以y＝t±≤t＋.
设t＝cosθ，θ∈(0，π)，则
t＋＝cosθ＋sinθ＝2sin(θ＋)．
当θ＝，即t＝，且x＝0时，y取最大值2.



例2   已知抛物线的焦点为F，A、B是抛物线上的两动点，且. 过A、B两点分别作抛物线的切线，设其交点为M.

（1）证明为定值；


（2）设的面积为S，写出的表达式，并求S的最小值.

分析 ：（1）如图所示，设出A、B的坐标，利用已知条件将M的坐标用A、B的坐标表示出来，计算出
[image: 圆锥曲线中的图2]并确定其为定值即可.


（2）将的面积S用表示，

注意到（1）中的结论=0

故.
再利用求函数最小值的基本方法来解，
本题可采用均值不等式来求.

解：（1）由已知条件，得.                                      


设A. 由，


即得，∴


将①式两边平方并把代入得，       ③


解②、③式得，且有.


抛物线方程为. 求导得. 
所以过抛物线上A、B两点的切线方程分别是

，

即.

解出两条切线的交点M的坐标为.


所以.

所以为定值，其值为0.



（2）由（1）知在中，，因而.




因为分别等于A、B到抛物线准线的距离，所以

.

于是，



由，可知，且当时，S取得最小值4.
评析：本例将向量与解析几何结合在一起，考查综合运用知识解决数学问题的能力. 主要考查抛物线的定义与几何性质，曲线切线的求法，弦长公式的应用，向量的数量积，向量的坐标表示，均值不等式及函数的最值，同时考查了设而不求的思想方法. 解决这类问题，关键要理清知识顺序，弄明白未知与已知的关系，在计算变形的过程中逐步展开思维，寻找突破口，提高自己分析问题、解决问题的能力.
例2 


一般地，我们称离心率的椭圆为“黄金椭圆”. 已知椭圆的一个焦点为，P，Q为椭圆E上的任意两点，M为线段PQ的中点，O为坐标原点.
（1）试证：若a，b，c不是等比数列，则椭圆E一定不是“黄金椭圆”；

（2）设E为黄金椭圆，问：是否存在过点F、P的直线，使与y轴的交点R满足？若存在，求直线的斜率k；若不存在，请说明理由.




（3）设E为黄金椭圆，若直线PQ和OM的斜率分别为和，证明·为定值；


（4）已知椭圆E的短轴长是2，点，求使取最大值时P点的坐标.


解：（1）假设E为“黄金椭圆”，则，即.

∴ .
∴ a，b，c成等比数列，这与已知条件a，b，c不是等比数列相矛盾. 故原命题成立.

（2）依题意，设直线的方程为,


令x=0有，即点R的坐标为.


∵ ，∴ 点P的坐标为 .



∵ 点P在椭圆上，∴  .  ∵ ，∴ .


故，与矛盾. ∴ 满足题意的直线不存在.


（3）设，则.

因为M为线段PQ的中点，故. 因为P，Q在椭圆上，所以



（1）－（2）得 .

∴（定值）.



（4）依题意有，由点在E上知，

∴ 





∵ ，∴  又，则



①当时，，∴是[-1，1]上的减函数.


故当时，取得最大值，此时点P的坐标为（0，-1）.




②当时，，故当时，取得最大值.

此时点P的坐标为  .
评析：本例是以椭圆为载体的综合问题，体现了平面向量与解析几何的交汇.既考查了反证法、定值问题及二次函数在区间上的最值问题，又考查了分类与整合的思想，以及领悟新知识的能力，探索论证能力.
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